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1. Bevezeto

A szocialis és gazdasédgi rendszerek tanulmanyozasa statisztikusfizi-
kai modszerekkel egy Gij kutatasi teriilet, amely a szamitogép szimulacios
modszerek fejlédésével egyre érdekesebb eredmények feltarasdra nyujt
lehetdséget. Jelen dolgozatunk ezen témakorbe mutat be 4j és meglepd
eredményeket. Nap mint nap észlelhetjiik a politikaban, a gazdasagban,
a tarsadalomban a kiillonbozé koaliciok, csoportok kozti versengéseket.
Természetesen ezen koalicidk kialakulédsa leginkabb az orszagok vagy
partok kozti politikai kapcsolatok, a cégek kozti gazdasagi viszonyok és
a kis tarsasagok, illetve egyének kozti kapcsolatok jellegétdl fiigg. Ezek
a tarsadalmi kapcsolatok egy hierarchikus struktiraju, nagyon bonyo-
lult topoloégiaval rendelkezé halézatot alkotnak. Leegyszertsitve ezeket
vonzo és taszitdo kolecsonhatasokra a rendszer koaliciokra szakad, hogy
minél jobban megfeleljen az egvének kozti kotéseknek. Idedlis klasz-
terez6dés esetén az egy csoportban levd egyének kozt csak vonzo, a
kiilonbozé csoportokban levok kozott pedig csak taszité kolesonhatas
létezik. Természetesen ilyen idealis allapot nem mindig lehetséges, de
statisztikusfizikai modszerekkel kereshetjiik az optimalis konfigurdciot
a rendszerben. A dolgozat keretében ilyen optimalis szocioldgiai ko-
aliciék kialakulasat vizsgaltuk egy nagvon egyszeri modellel. Model-
liink egy globalisan csatolt rendszert vizsgal, ahol minden két elem kozt
van kapcsolat, a kotések értékei meg pozitivak vagy negativak lehet-
nek (vonzo és taszité kolcsonhatés), és akarhany klaszter kialakulasa
megengedett. Modelliink nagyon hasonlit a Potts-féle spintivegmodell-
hez, de ugyanakkor létezik néhany fontos kiilonbség, amely a rendszer
viselkedésében nagyon érdekes véltozdsokat okoz. Az optimalis konfi-
gurédcio esetén kialakult legnagyobb klaszter relativ méretét vizsgalva a
rendszerben létezé pozitiv kotések valdszintiségének fiiggvényében, ter-
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modinamikai hataresetben egy perkolaciora emlékeztetd fazisatalakulést
észleltiink. Ennek értelmében, ha a rendszerben a pozitiv kapcsolatok
vannak tualstlyban, vagyis ha a tarsadalomban a kolaboralési hajlam a
nagyobb, akkor egyetlen nagy klaszter alakul ki, ha viszont a negativ
kotések dominalnak, akkor minden egyén kiilon csoportot fog alkotni.

Az emlitett fazisatalakulas megjelenését tobb modszerrel is bizo-
nyitottuk. Elészor egy egyszert renormalizaciés modszerrel szamol-
tunk, amely a végtelen nagy rendszer hataresetében perkolédcidszerti
fazisatalakulasra utalt. Egy jobb megkozelit6é renormalizdcids modszert
is hasznaltunk, majd nagyon kis rendszerek esetén egzakt szamolasokat
végeztiink. Nagyobb rendszerek esetén kiilonbozé Monte Carlo tipust
optimizaciés modszereket alkalmaztunk.

Az éaltalunk vizsgalt optimizaciés probléma egy frusztralt rendszer
optimizalasa. A feladat komplexitasa hasonlit mas érdekes és kozismert
problémakhoz, mint pl. a tekeredd proteinldncok problémaéja (protein
folding problem), a spintivegek, az ,,utazé tigynok” feladata (the travel-
ling salesmen problem), és a grafok szinezési problémai (graph coloring
problems).

A dolgazatban targyalt modell egyszer(i, csak néhany alapvetd pa-
ramétert vesz figyelembe, és amint ezt targyalni is fogjuk, tobb hianyos-
saggal rendelkezik. A modell arra hasznalhatd, hogy elsé megkozelités-
ben statisztikailag megjésoljuk a szocioldgiai rendszerek optimalis 4lla-
potat, és nem arra, hogy a valésagban kialakult koalicidk 1étét magyaraz-
zuk. Ugyanakkor hasznos lehet bonyolultabb rendszerek, a valésagot
jobban megkozelité modellek tanulményozasénal és bizonyos szociol6-
giai jelenségek magyarazatanal is.

2. A modell

Modelliinkkel szociédlis rendszerek klaszterezédését, koalicidkra
val6 szakadasat vizsgédljuk. Ezek a rendszerek lehetnek politikai, gaz-
dasagi, tarsadalmi jellegtiek, a csoportok lehetnek orszagok nemzetkozi
koalicioi, cégek, melyek hasonld gazdasagi standardokkal és stratégidk-
kal rendelkeznek, pértok, egyesiiletek vagy egyének, akiket k6zos érdek
kot 9ssze. A tarsadalimi kapcsolatok egy bonyolult topoldgiaval rendel-
kez6 héalézatot alkotnak. A valdsagban ezek a kapcsolatok folyton val-
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toznak, mi a modelliinkben viszont feltételezziik, hogy a folyamat soran
(amig a rendszer eljut az optimélis allapotba) a kapcsolatok allandéak.
Az 1. abréan lathato rajz segit atlatni a modell 1ényegét. A rendszer-
ben 6sszesen N elem létezik, és minden két elem kozott van kotés, vagyis
globélisan csatolt rendszerrel dolgozunk. Két elem kozott a kétés (Z;)
lehet pozitiv, ha pl. az egyének szivesen kolaboralnak, vagy lehet negativ,
ha konfliktusban vannak (eléjeltiket az abran a vonalak szine, erésségii-
ket pedig a vonalak vastagsaga szemlélteti). Tekintsiik most azon egysze-
rti esetet, mikor a kélcsonhatasok szimmetrikusak (Z;; = Zj;), késébb
azonban az altaldnos esetet is targyaljuk. Tételezziik fel, hogy a model-
linkben az elemek bizonyos S; > 0 stlyozasi faktorral is rendelkeznek
(az dbréan ezt a korok mérete jelképezi), ez megadja, hogy az illets egyén-
nek milyen tarsadalmi szerepe van, egy orszag mekkora hatalommal
rendelkezik, vagy egy cég milyen szerepet jatszik a gazdasédgban.

1. abra. A modell grafikus vdzlata: a. dltalanos eset, b. egyszeriisitett eset S; =
1.Zy = +1.

A rendszerben az i-edik elem allapotat, vagyis azt a koaliciot, ame-
lyhez tartozik o (i)-vel jeloljik (az abran a korok szinei szemléltetik ezt),
aholo (i) € {0.1.2,....p — 1} ési = 1,2,..., N. Tehat p a lehetséges allapo-
tok (a koalici6k) maximalis szama. Két kiilonbozé esetet fogunk vizsgalni
(i), mikor p = N illetve (ii) mikor p egy rogzitett véges érték. Feladatunk,
hogyan fognak csoportokba rendezédni az egyének ahhoz, hogy legjob-
ban kielégtiljenek a kapcsolatok. Természetesen minden egyén szeretne
egy csoportba kertilni azokkal, akikkel pozitiv kapcsolata van, és tavol
szeretne maradni azoktél, akikhez negativ kotés fiizi. Idealis klasztere-
z6dés esetén minden klaszteren beltl csak pozitiv, a csoportok kézott
pedig csak negativ kotések kellene legyenek. Rogton atlathato azonban,
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hogy ez nem mindig lehetséges. Tehét egy spiniivegekhez hasonlé frusz-
tralt rendszeriink van. A rendszerben a statisztikusfizika moédszereit
hasznélva definialhatunk egy rendszer energiat (koltségfiiggvényt), és
ezt minimalizélva juthatunk el az optimalis allapotba.

Definialjuk az ideélis allapot energidjat nullanak. Mint mar emli-
tettiik, idealis allapot alatt értjiik, mikor minden egyén egy csoportban
van azokkal és csak azokkal, akikhez pozitiv kotés fiizi. Az energiat
felithatjuk sorra véve a kotéseket. Az i-edik és j-edik elem kozotti kotést
vizsgalva, ha a rendszernek a pillanatnyi dllapota kielégiti a kapcsolatot:

e akotés pozitiv Z;; > 0, és ugyanabban a koaliciéban vannak o (i) =
a(3);

e a kotés negativ Z;; < 0, és kiillonboz6 koaliciékban vannak o (i) #
o(7), akkor az energia értéke nem valtozik (igy lesz az ideélis alla-
pot energiaja nulla).

Ha a jelenlegi klaszterez6dés nem elégiti ki a kapcsolatot:

e a kotés pozitiv Z;; > 0, de kiillénbozé koaliciéban vannak o (i) #

(j)

e akotés negativ Z;; < 0, de ugyanabban a csoportban vannak o (i) =
o(j), akkor a rendszer energidja 5;5;|7;;| értékkel novekszik.

Lathatjuk, hogy a mar emlitett S faktorok most a kapcsolat energiajat,
ezaltal erGsségét és fontossagat hatarozzak meg.

Ezekutan a rendszer ,energiafiiggvényét” (koltségfiiggvényét) mate-
matikailag a kovetkezéképpen irhatjuk fel:

. 1 . . 1 -
K=Y, [5 (Ziy +1240) 8:55 (1 = dtiyo3)) = 5 (Zis = 1Z01) SiSi00t)05) |
i<j
vagy més formaban:
. - 1
K ==% Oool)SiSiZij + 5 ) (518 Zi; +18:8;Z5). (1)

1<J 1<J

Adott rendszer esetén (a kotések és a stilyozasi faktorok adott elosz-
lasa esetén) az (1) képlet masodik tényezoje allando, hiszen nem fiigg
a koaliciok konfiguraciojatol, ezért a K fiiggvény minimalizalasanal 1é-
nyegében a kovetkezé figgvénnyel kell dolgoznunk:
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K' =~ Z O0(i)o(j) iS5 Zij (2)

i<j

3. A klaszterezési feladat egyszertisitett valtozata

A legegyszertibb eset, amelynél még észlelhetjitk a bevezetében em-
litett fazisatalakulast az, amikor az elemek stlyozasi faktorai S; = 1, és
a Zi; kotések értéke pedig ¢ valészintiséggel +1, illetve (1 — ¢) valészi-
niiséggel —1 (1b. abra).

Igy a szamunkra fontos K’ energiafiiggvény alakja a kovetkez6 lesz:

K'= =3 Tdoiot),

i<j
ahol T3 = S;S;Zi; = £1és o (i) € {0,1,2....,N — 1}, vagyis azt az esetet
vizsgaljuk, amikor p = N éllapot létezik a rendszerben (a koalicick

szamat nem korlatozzuk).
A T;; kotések eloszlasfiiggvénye:

P(Tij)=qo(Tj = 1)+ (1 —q)d (T3; + 1),

ahol a g a pozitiv kétések eléfordulasi valészintisége (ezek gyakorisaga
a rendszerben).

Keresve a rendszer optimalis allapotat, azt észleljiik (lasd a késébbi
fejezeteket), hogy a ¢ valészintiségnek létezik egy kritikus értéke, amely
felett ~ termodinamikai hataresetben (N — oo) — egyetlen minden
egyént magdba foglald klaszter alakul ki, alatta pedig minden egvén
ktlén koaliciét akar kialakitani. Tehat fazisatalakulas észlelhetd, amely
nagyon hasonlit a perkolaciora. Mivel ennek a fazisatalakulasnak nincs
koze a hémérséklethez geometriai fazisatalakuldsrél beszéliink. Ezt a
fazisatalakulast vizsgaltuk véges méretii rendszerek esetén. Az alta-
lunk megvélasztott rendparaméter a kialakult legnagyobb klaszter re-
lativ mérete:
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ahol C, (i, q) az 1 llapotban levé elemek szama a kotéseknek egy = elosz-
lasa esetén. Mivel a modelliinkben az alapallapot {az optimélis allapot)
nagyon gyakran elfajult allapot, a koaliciéknak tébbfajta konfiguraci6ja
rendelkezik ugyanakkora energiaval, és ezekben a legnagyobb klaszter
mérete kiillonbozhet, ezért a rendparaméter kiszamitasanal atlagolunk
ezekre az allapotokra nézve (ezt a feliilvonas jelképezi), és ugyanakkor
atlagolunk a Z;; kotések kiilonbozé megvalésulasara is ((),).

4. Osszehasonlitas a Potts-féle spiniivegmodellel

A Potts-féle spiniivegmodellt eredetileg a szilardtestfizikaban ve-
zették be olyan véletlenszerii struktaraval rendelkez6 nem magneses
anyagok modelldldsara, amelyek nem rendelkeznek tiikrozési és roté-
ciés szimmetridkkal (Binder—Reger 1992; Kirkpatrick—Wolynes 1987).
A gyakran hasznalt szilardtestfizikai és statisztikusfizikai alkalmazasa
mellett egyre érdekesebb alkalmazasokat nyer a szocioldgiai rendszerek
vizsgélatanal (Axelrod-Bennett 1993; Galam 1996, 1997; Florian—-Galam
2000).

A végtelen skalaji Potts-modell Hamilton-figgvényét a kovetkezo-
képpen értelmezik:

Hpotts = “PZ Jij00(i)o(5)> (3)
1<)
ahol p a lehetséges allapotok szama (a mi modelliinkben a koaliciok
szamanak felel meg), J;; -vel a kotéseket jeldltik, o(i) pedig az i-edik
elem allapotat jeloli, amely felvehetia 0,1, ..., p— 1 értékeket. A kotések
értéke véletlenszerien valtozik, atlaguk (J;;) = %, a variancia pedig
AT ={J2) ()~ &

Ezt a modellt ilyen formaban mar nagyon sokan tanulmanyoz-
tak (Elderfield-Sherrington 1983; Erzan-Lage 1983; Gross et alli 1985;
Kirkpatrick-Thirumalai 1988; Cwillich-Kirkpatrick 1989; Santes at alii
1995; Yokota 1995; Peters et alii 1996; Dillman et alii 1998), és egzakt
eredmények szerint (Elderfield—Sherrington 1983; Santes et alii 1995)
p > 2 esetben elég alacsony hémérsékleten a Potts-féle spintiveg min-
dig ferromagneses, tehat az elemek ugyanazon allapotban (koaliciéban)
taldlhatok.
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Léthatjuk, hogy a koaliciémodell , energiafiiggvénye (K')” és a Potts-
modell Hamilton-fiiggvénye nagyon hasonlitanak, és a p = N esetben
azonos alakban frhatéak: ha T;; = NJ;j, és a J;; eloszlasfiiggvénye

P(Jy) =g (Jij - %) +(1—q)6 (Jij + %) ,

akkor

K'==N>"Jydsiot)
1<)

Felvetédik tehat a kérdés, hogy az altalunk tanulmanyozandé mo-
dell nem ekvivalens-e a Potts-liveggel, és igy az erre kapott analitikus
eredmények egyszer(ien alkalmazhatok a mi esetiinkre. Ennek ellenére
azonban, hogy a Hamilton-fiiggvény azonos alakd, a két modell nem (!)
ekvivalens, és tobb fontos kiillonbség létezik:

1. ha az elébb felirt eloszlasfiiggvény segitségével kiszamitjuk a J;;
kotések atlagat és varianciajat, a kovetkezé eredményeket kapjuk:

2g -1 ) 4q(1—q)

=65 AJ = (J2) = () = TR,

{Jij) =
lathatjuk, hogy a Potts-modellnél felirt adatoktél eltéréen a mi mo-
delliinkben a kotések varianciaja N ~?-nel ardnyos;

2. a két modell kozotti méasodik lényeges kiillonbséget az allapotok,
konfiguracidk elfajulasédnél észleljiik. A koaliciémodellben csak
azt vesszik figyelembe, hogy miként csoportosulnak az elemek,
nem szamit a koalicidk allapota, ellentétben a Potts-modellel. Ha
vesziink egy k koaliciobdl all6 konfiguraciot, sorra véve a koali-
cidkat, az els6é akarmilven (N db.) Potts-allapotban lehet, a ma-
sodik mar csak (N — 1) féle allapotban lehet, a k-adik koaliciénal
(N —k+1) lehetéség marad. Tehat a koaliciémodell egyetlen konfi-
guraci6janak nagyon sok Potts-konfiguracié felel meg. Ezt matema-
tikailag is felirhatjuk. Ha a mi modelliinkben egy :V elembdl all6
rendszerben a k koaliciébdl allg konfiguraciok szaméat C'(V, k)-val
jeloljiik, a Potts-iivegben ezen konfiguraciok szama a kovetkezé
lesz:

N!

Crotis (N. k) = N

C(N.K),
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ezéltal az kovetkezik, hogy az altalunk szamitott 4tlaggal kapott
rendparaméter nem egyezik meg a Potts-modellre érvényes ha-
sonlo rendparaméter értékével;

3. végiil meg kell jegyezniink, hogy az altalunk vizsgélt p = N eset
statisztikusfizikai szempontbol lényegesen eltér azoktél az esetek-
t6l, mikor az &llapotok szdma p egy véges érték. A p = N esetben
azonnal lathato, hogy a magas hémérsékletii entropia NInN alaku,
amely arra utal, hogy a modell nem extenziv (a termodinamika ér-
telmében minden termodinamikai potencial extenziv kell legyen,
vagyis N-nel kell ardnyos legyen). A K energiafiiggvényrél is azon-
nal lathaté, hogy nem marad extenziv a p = N hataresetben, azon-
ban ezt egy gaugetranszformécioval extenziv alakra lehetne hozni.
A magas hémérséklet(i entropiat azonban nem lehetséges extenziv
alakra hozni. Modelliink tehat szuperextenziv, és nem véarhato,
hogy az extenziv Potts-livegre a reprika maddszerrel kapott ered-
mények direkt moédon alkalmazhaték legyenek.

A Potts-modell esetén kapott eredmények szerint p > 2és7" = 0 eset-
ben a rendszer mindig ferromégneses, vagyis egyetlen koalicié alakul ki.
A felsorolt kiilonbségek miatt nem mondhatjuk, hogy a két modell ekvi-
valens, és amint mér az el6z6 fejezetben emlitettitk, a mi eredményeink
mas viselkedést mutatnak: az optimélis allapotban a legnagyobb klaszter
relativ méretét mérve a pozitiv kotések koncentracidjanak fiiggvényében
egy fazisatalakulast észleltiink. Ezt a fazisatalakulast tobb modszerrel
vizsgaltuk és igazoltuk. A kovetkezékben ezeket a médszereket és a ka-
pott eredményeket részletezziik.

5. A renormaliziciés modszer

Els6 megkozelitésként egyszerd renormalizaciés médszert muta-
tunk be. A mddszer lényege, hogy mindig megduplazzuk a rendszer
méretét, és a rendparaméter el6bbi értékébél rekurziv titon megbecsiil-
juk az uj értéket. Eredetileg két elembdl 4ll6 rendszerbdl indulunk ki.
Ha a két elem kozott a kotés ¢q1 = ¢ valdszintiséggel pozitiv, azt je-
lenti, hogy az optimalis dllapotban a legnagyobb klaszter relativ mérete
q1valoszintiséggel 1, illetve 1 — ¢, valdszintiséggel 1/2. Tehat:

ri=q+1-q)/2
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Maésodik lépésben vesziink két ilyen, két elembdl allé rendszert (A,
B) amelyekben a legnagyobb klaszter mérete ry, és 6sszekotjik az ele-
meket egyméssal (2.4bra).

2. abra. A renormalizédcio grafikus vazlata.

Most ki kell szamitanunk annak a valdszintiségét (¢2), hogy az 1j,
A és B kozti kotés pozitiv legyen. Ahogy az abran is lathaté az A és B
elemei kozott 0sszesen négy kotés létezik, ezért az j kotést pozitivnak
vessziik a kovetkezo esetekben:

e ha mind a négy kétés pozitiv, ennek a val6szintisége ¢f;

e ha harom pozitiv és egy negativ, mivel négy ilyen eset van, ennek
a valészintisége 4¢3 (1 - q1);

e amikor két pozitiv és két negativ kotés van (6sszesen hat ilyen
kombinacié létezik), akkor az esetek felében vesszik pozitivnak
az 1j kotést. A valdszintiség igy 3¢7 (1 — ¢1)°.

Tehat:

@ =q +4q (1 —q) +3¢i (1~ q1)"

a legnagyobb klaszter relativ mérete pedig

ry = ¢ + (1 — (12) rl/‘2.

mivel ¢» valészintiséggel A és B egy klasztert alkot, vagyis a rendpa-
raméter 1, (1 — ¢2)val6szintiséggel pedig a legnagyobb klaszter az A vagy
a B legnagyobb klasztere lesz, amelynek az eddigi relativ mérete r;volt,
de mivel a rendszer méretét megduplaztuk, most ehelyett r;/2-t kell
irnunk a képletbe.
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3. abra. A renormalizdciés médszerrel nyert eredmények.

Ezutén végtelen sokszor megismételjiik ezt a lépést, megkétszerezve
arendszer méretét. k lépés utan a rendszer mérete NV, = 2k és felirhatjuk
a renormalizacios egyenletek 4ltalanos forméjat:

Gri1 = qe+4q8 (1 — q) +3¢2 (1 — qi)* (4)

Tyl = qrg1 + (1 = qryr) /2. (5)

Lassuk most, hogy milyen értékhez tart a rendparaméter végtelen
lépés utan, annak filggvényében, hogy milyen kezdeti ¢ valdszintiségi
értékbdl indultunk ki. A (4) egyenletnek két stabil iteracids fixpontja
van, 0 és 1, illetve egy instabil fixpontja az 1/2. Ha ¢ € [0, 1/2) értékbdl
indulunk ki akkor lim qr = 0és 1in1 rr = 0, ha pedigegy ¢ € (1/2,1] ér-
téktdl indulunk el, akkor hm Gr = 1 111etve khm rr = 1. Az eredmények

alapjan elmondhatjuk, hogy végtelen rendszer esetében két kiilonbozé
fazis létezik, a fazisatalakuléds pedig a go = 1/2 értéknél torténik:

e ha a rendszerben egy kotés ¢ < 1/2 valészintiséggel pozitiv, vagy

masképpen megfogalmazva, a rendszerben a kotéseknek kevesebb

mint fele pozitiv, akkor végtelen nagy rendszer esetén az optimalis
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allapotban a legnagyobb klaszter varhaté relativ mérete a nulldhoz
tart. Ilyenkor a szociolégiai rendszerekben az egyének nem kola-
borélnak eléggé, nem képzddnek csoportok, az egyének elkilontil-
nek egymastol;

e ha a rendszerben ¢ > 1/2, tehat a kapcsolatok tébb mint fele po-
zitiv, akkor az optimalis 4llapotban a legnagyobb klaszter relativ
mérete 1-hez tart. Ilyenkor kevés a konfliktus, és az egész rendszer
egy oriasi koaliciot alkot.

A renormalizaciés egyenletek alapjan abrazolhatjuk az r rendpara-
méter valtozdsat a ¢ valdszintiség fiiggvényében, a termodinamikai ha-
taresetben, illetve kiilénbszé véges méretti rendszerek esetén (3. abra).
Az abran lathaté, hogy valoban egy perkolaciéra emlékeztets fazisatala-
kulasrél van szo.

6. Jobb megkézelité modszer

A rendszerben mindig meg kell keresniink a koaliciok optimalis
konfiguraciojat. Erre az optimizaciés problémara kidolgoztunk az elébbi
egyszerl renormalizacional jobb megkozelité modszert is. Kezdetben
legyen a rendszerben az 6sszes kotés negativ, és ennek megfeleléen
mindenki kiilon allapotban, koaliciéban van, mivel ez az optimalis kon-
figurdcié. A kovetkezd lépéseket ismételjiik:

* véletlenszerden valasztunk egy negativ kotést és pozitivra valtoz-

tatjuk;

* akét elemet, amelyeket ez a kotés kapesol 6ssze. 1 optimalis 4lla-
potba helyezziik: vagy az elsét helyezziik 4t a masodik Koalicigjaba,
vagy a masodikat helyezziik az elsével egy csoportba. vagy mind-
ketté az eredeti allapotaban marad, attél fliggden. hogv melyik
allapot a legkedvezdbb (minimalis az energia):

e ha egy elemnek megvaltoztattuk az allapotdt. akkor sorra meg-
vizsgaljuk az osszes hozzd pozitivan csatolt clemet, és ezeket is
athelyezziik abba az allapotba, ha az encrgia 1 csokken:

* megjegyezziik a rendparamétert (a legnagvobb klaszter méretét) a
pozitiv kotések relativ szdmanak (¢) fuggvenveben.

Ezt addig ismételjiik, amig az 6sszes kotes pozitiv lesz. Ezaltal vé-

gigjartuk a ¢ valészintiségi paraméter dsszes lehetséges értékét, és mind-
egyikre megjegyeztiik a rendparaméter oriohit. Mivel a kezdeti allapot-
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4. abra. Az ij optimizdciés médszer eredményei.

ban idealis 4llapotbdl indulunk ki, és utana mindig megfelelen val-
toztatjuk az elemek allapotat, végig elég kozel maradunk az optimaélis
allapothoz, bar most sem kapunk egzakt eredményeket. Az egész fo-
lyamatot nagyon sokszor megismételjiik, hogy a ¢ minden értékénél a
kotéseknek sok konfiguracidja eléforduljon, és egy jo statisztikai atla-
got kapjunk. Ezt a médszert alkalmazva N = 150 méret(i rendszerekre
jo atlaggal (10 000 konfiguracid) tudtunk szdmolni. Az eredmények (4.
abra) jol egyeznek a renormalizdcié sordn kapott eredményekkel, és a

megsejtett fazisatalakulast igazoljak.
7. Egzakt eredmények kis rendszerek esetén

Kis rendszerekben a Z;; kotéseknek egy adott eloszlasa esetén sza-
mitégép segitségével feltarhaté a o(7) koalicidk 6sszes lehetséges konfi-
guracidja. Mindegyik konfiguraciénal kiszamitva a rendszer energijat,
egzakt médon megkaphatjuk a minimaélis energiat, és a hozzatartozo op-
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5. abra. Egzakt eredmények.

timélis konfiguraciot, illetve a rendparamétert. A rendparaméter viszont
véltozhat a kotések kiillonbozé eloszlasa esetén, ezért egy sokasagatla-
got kell alkalmaznunk erre is. N < 7 méret{i rendszerekben a kotések
eloszlasdnak osszes konfiguracidja is feltérképezhetd aranylag ,kivar-
hat6” szdmitogépes id6 mellett, tehat itt egzakt eredményeink vannak.
7 < N < 10 méretii rendszereknél a szamitégép altal igényelt meméria
és futtatasi id6 nagyon megnd, ezért mar nem szamoljuk ki a rendpa-
ramétert a kotések osszes lehetséges eloszlasa esetén, de egy elég nagy
szamu (5000) konfiguracidra atlagolunk. Az eredmények az 5. abran
lathatok.

Annak ellenére, hogy csak nagyon kis méretti rendszerekre tudtunk
egzakt eredményeket kapni (ahol a fazisatalakulas még eléggé ,elmo-
sodott™), sziikségesnek tartottuk elvégezni ezeket a szamitasokat, hogy
ellendrizhesstik a tobbi modszer dltal nydjtott eredményeket. Az 5. dbran
lathato, hogy az r(q) gorbék meredeksége (a go koriil) egyre né a rendszer
méretének novelésével. Ugyanezt mutatjak az el6bbi megkozelitésekkel
kapott dbrak is. Az eredmények alatdmasztjak tehat elvardsainkat.

Tanulmanyoztuk ugyanakkor az alapallapot elfajuldsét is. Mint méar
emlitettitk a kotéseknek egy eloszlasa esetén az alapéallapotban a koali-
cioknak tobb konfiguraciéja is lehetséges, mivel tébb egyenlé energidji
allapot létezhet. Ezaltal értelmeziink egy elfajuldsi paramétert, w, amely



196 NEDA ZOLTAN-RAVASZ MARIA-FLORIAN RAZVAN-LIBAL ANDRAS

fiiggvényében.

megadja, hogy hany allapot energiaja egyezik meg a minimalis ener-
gidval. Ezt természetesen ismét atlagolnunk kell a kotések kiilonbozo
eloszlasara: < w >. Abrazolva ezt a pozitiv kotések ¢ valészintiségé-
nek fiiggvényében (6a.dbra), azt észleljiik, hogy az elfajulds egyre né a
rendszer méretének a novekedésével, és a csiicsértéke egyre kisebb ¢
értékeknél jelentkezik.

Az alapallapotban lehetséges konfiguracidkban a rendparameéter ér-
téke is ingadozik, a legnagyobb eltérés atlagértékét: ((rmax — rmin)) a
6b. dbran abrazoltuk a ¢ fiiggvényében. Ez a paraméter is novekszik a
rendszer méretének a novelésével, viszont érdekes megfigyelni, hogy
ennek cstcsértékei egyre nagyobb ¢ értékeknél jelennek meg.

8. Monte Carlo optimizaciés modszerek

A statisztikusfizikaban a frusztralt rendszerek tanulmanyozéasara
gyakran Monte Carlo tipust optimizaciés médszereket hasznalnak. Fe-
ladatunk, hogy a rendszer energigjat minimalizélva keressiik a rendszer
alapallapotat. Erre két optimizaciés médszert is hasznaltunk: a klasszi-
kus szimulécids hiitési modszert {simulated annealing (Kirckpatrick et
alii 1983)] és egy nemrég kidolgozott optimizacios médszert [extremal
optimization method (Boettcher-Percus 2000, 2001)].
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A szimulaciés hiitési médszer 1ényegét megprébaljuk itt roviden va-
zolni. Kezdetben az elemeket véletlenszertien kiilonbozé allapotokba he-
lyezziik, a kotéseket g valdszintiséggel pozitivnak vessziik. A rendszert
egy 1" hémérsékleti értékkel jellemezziik, amelynek értékét az id6lépé-
sek soran nagyon lassan csokkentjiik.

Egy id6lépésben nagyon sokszor elvégezziik a kovetkez6 1épéseket:

¢ véletlenszertien kivalasztunk egy elemet a rendszerbdl;

e athelyezziik a legmegfelel6bb koaliciéba gy, hogy a rendszer 6sz-
szenergiaja a lehet6 legkisebb legyen;

e ha athelyezéssel nem lehet cstkkenteni a rendszer energiajat, meg-
keresstik, hogy melyik koaliciéba helyezve az elemet néne a leg-
kevesebbet a rendszer energiaja, és ezt a 1épést exp (AK /T val6-
szinliséggel végrehajtjuk.

Egy id6lépésen belil ezeket a lépéseket nagyon sokszor elvégezziik,
hogy lehetéleg minden elem sorra kertiljon. Az id6lépés végén csokkent-
jiik a hémérséklet értékét, majd a kovetkezd id6lépésben ismét elvégez-
ziik ezeket a lépéseket. Igy megkapjuk egy adott q értékre (a pozitiv koté-
sek valészintisége) és a Z;; kotések egy adott eloszlasa esetén a rendszer
optimalis allapotat, de természetesen mindezt el kell végezniink a ¢ tobb
értékére és a kotések nagyon sok kiilonbozé eloszlasa esetén.

Lathato6, hogy bizonyos valdszintiséggel a rendszer energiajat no-
vel6 lépéseket is megengediink, és ez a val6szintiség a hémérséklettdl
fiigg. A hiitési modszert frusztralt rendszerek esetén alkalmazzak. A
mi modelliink is frusztralt, és az energidnak nagyon sok lokélis mini-
muma létezik. Ha csak az energiat csokkenté lépéseket engedélyezziik,
arendszer konnyen bekeriil egy ilyen lokalis minimumba, és nem keriil-
het ki onnan. A hiitési modszer lényege az, hogy a hiités elején, amig
nagy a hémérséklet, viszonylag nagy energiavédltozdsok megengedettek
a rendszerben, majd nagyon lassan csokkentve a hémérsékletet, egyre
kisebb és kisebb fluktuaciokat engedélyeziink, igy ha jol kikisérletezziik
a szimulaciés paramétereket, akkor elérhetd, hogy a rendszer a globalis
minimumba keriiljon. Sajnos soha nem lehetiink teljesen biztosak, hogy
az energia elérte a minimumot, de sokkal jobb, frusztralt rendszerekre
alkalmazhaté kozelité modszerek még mindig nem léteznek.

Az Gjabb optimizaciés modszert kissé altalanositva (két 1épésben)
alkalmaztuk. Miutan kezdetben az elemek allapotat véletlenszertien va-
lasztjuk meg, a pozitiv kotések valdszintisége pedig ¢, a mddszer 6
lépései a kovetkezdk:
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e az elemeket energidjuk szerint csokkend sorrendbe helyezziik, k
sorszamot adva mindegyiknek, és egy P (k) ~ k™7 val6szintségi
allandot rendeliink hozzéjuk;

e véletlenszertien valasztunk egy elemet (pl. az m-edik), és P(m) va-
l6szintiséggel ez lesz az az elem, amelynek az allapota valtozni fog;

e most novekvé sorrendbe rendezziik a lehetséges 1j dllapotok ener-
giait, ismét megszamozzuk Gket, és egy P (k) ~ k™7 valészintiségi
faktort rendeliink hozzajuk;

e véletlenszertien valasztunk egy Gj é4llapotot (legyen a sorban az
n-edik), és P(n) valdszintiséggel ez lesz a rendszer 1j allapota.

Lathat6, hogy mindig a legnagyobb energiaval rendelkezé elem alla-
potat valtoztatjuk a legnagyobb val6szintiséggel, és mindig a legkisebb
Ezeket a lépéseket nagyon sokszor megismeételjiik, ugyanakkor, akarcsak
a szimulalt hiités esetében, az egész folyamatot tobb kiilonboz6 ¢ értékre
és a kotéseknek nagyon sok konfiguracidjara el kell végezniink.

Mindkét optimizéaciés médszer rengeteg futtatasi idét kovetel, és ez
az id6 nagyon gyorsan né a rendszer méretével, ezért a legnagyobb rend-
szer, amelyre még el tudtuk végezni az optimizélast, az N = 60 méret.
(Feladatunk ugyanis egy ugynevezett NP nehézségli optimizaciés fe-
ladat, ahol azt sejtjiik, hogy azon lépések szama, amellyel igazolhatd,
hogy egy allapot globélis minimum-e vagy sem, a rendszer méretével
barmely hatvanyfiiggvénynél gyorsabban né.) Mindkét moédszer szinte
megkiilonbodztethetetlentil ugyanazt az eredményt adta. A 7. abrén a
szimulacids hritéssel nyert eredmények lathaték. Mivel mindkét méd-
szer csak kozelité médszer, és mint mér emlitettem, nagyon érzékenyek
a szimuldciés paraméterek megvalasztasdra, szitkséglink volt az elébbi
fejezetekben targyalt modszerekre, hogy eredményeinknek bizalmat ad-
junk. A 7a. dbran lathato, hogy N = 10 esetén az egzakt eredmények
tokéletesen talalnak a Monte Carlo-féle optimizéciés médszerekkel nyert
eredményekkel.

A 7b. abran azt is lathatjuk, hogy a rendparaméter standard de-
fazisatalakulas létére utalnak, és dbrazolva a rendparaméter értékét N
fiiggvényében q=0,1; 0,3; 0,7 esetén azt észleljiik, hogy az els6 két eset-
ben az r — 0 (8a.abra), mig a harmadik esetben r — 1 (8b.4bra). Ez
igazolja a két kiillonbozd fazis és ezaltal a fazisatalakulas létét.

Az egyszertisitett koaliciés modell utdn megvizsgaltuk, mi térténik,
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8. abra. A rendparaméter a rendszer méretének fiiggvényében kiilénbézé> a.
q=0,1; 0,3 és b. q=0,7 érték esetén.
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fliggvényében.

ha a kapcsolatok nem szimmetrikusak (a tarsadalmi szerepek azonban
tovabbra is egyenléek), vagyis Z;; nem foltétlen egyenlé Zj;-vel. Ennek
a feltételnek a bevezetése egy plusz frusztraciot jelent a rendszerben,
mégis érdekes modon azt tapasztaltuk, hogy az altalunk megvalasztott
rendparaméter szempontjabol ez semmi 1ényeges valtozast nem jelent.
A szimulalt hiitési médszert alkalmaztuk, és a kapott eredmények ismét
az észlelt fazisatalakulast mutattak.

Végiil az elsd fejezetben bemutatott altalanos esetet is vizsgaltuk,
amikor az S; faktorok értékeit véletlenszeriien szétosztjuk a [0, 1] inter-
vallumon, a kotések pedig most is g valészintiséggel pozitivak, (1 — g)
val6szintiséggel negativak. A szimulalt htitéssel kapott eredmények a
9. abran lathatok. Az dbra ismét a vart fazisatalakulast mutatja, szinte
jelentéktelen eltéréssel az egyszertisitett és az altalanos eset kozott.

9. A modell rogzitett, véges szam allapot esetén

A koalicidk kialakulasanak modelladlasakor természetesen akarhany
koalici6 kialakulasat meg kell engedniink (akarhany klikkbe rendezéd-
hetnek az egyének), hiszen ez felel meg a val6sagnak. Mint mér emlitet-
titk, ebben az esetben (p = N) a modelliink a Potts-iivegtél erésen eltéré
viselkedést mutat. Ezt a koaliciés modell, illetve a Potts-féle spiniiveg
kozti kiilonbségekkel magyaraztuk. Erdekes most megvizsgalni, hogy
mi torténik, ha a koaliciék szama egy véges, rogzitett érték, megmarad-e
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10. abra. A szimuldci6s hiitési médszer eredményei a p = 3 esetben.

ezen esetben az észlelt geometriai fazisatalakulas. A p = 3 esetet vizsgal-
tuk, a szimulécios hiitési modszert alkalmazva. Az eredmények a 10.
abran lathatéak.

Amint az abrébél lathaté a fazisatalakulds megmarad rogzitett p érté-
kekre is. A rogzitett p esetben a modelliink extenziv lesz, igy tehat ezen
geometriai fazisatalakulds nem a modelliink szuperextenzivitisanak a
kévetkezménye, hanem annak a kovetkezménye, hogy a kétések varian-
cidja kiilonboz6 modon skalazodik.

10. A kapott fazisatalakulasnak egy egyszerti
elmélete

Léathato, hogy a koalici6formalési modelliinkben a kotések mas sta-
tisztikai tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint a spiniiveg tipust mo-
dellekben. A kotések 4tlagos értékének és a kétések varianciajanak mas
skalazasi tulajdonsaguk van a rendszer méretének a fiiggvényében. Amig
a spiniiveg tipusti modellek esetén a kotések atlagos értéke és varianciaja
ugyantgy skélazédik N figgvényében (N~1), az 4ltalunk vizsgalt mo-
dell esetén a variancianak N2 alaku skalazésa van. Ez arra utal, hogy a
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termodinamikai hataresetben (N — oc) a kotések rendezetlensége (ame-
lyekre a variancia jellemez) gyorsabban tart a nulldhoz, mint a kétések
atlagértéke, vagyis a ,rendezetlenség" és ezaltal a frusztracié is kiskalézo-
dik! Az véarhat6 tehat, hogy a termodinamikai hataresetben a rendszer
egy egyszerd globalisan kolcsonhaté Potts-modellként (és nem Potts-
tvegként) viselkedik, amelyben a kotések egyszertien helyettesithetok
egy effektiv kotéssel, amely egyenls a kotések atlagértékével. A koté-
sek atlagértéke azonban (2¢ — 1)/N. Lathatd, hogy ¢ > 1/2 esetén ez az
atlagérték pozitiv, és ¢ < 1/2 esetén az atlagérték negativ. Ennek értel-
mében tehét az &ltalunk vizsgalt modell a termodinamikai hataresetben
egy ferromégneses Potts-modellel ekvivalens, ha ¢ > 1/2, és egy antifer-
roméagneses Potts-modellel ekivalens, ha ¢ < 1/2. A minimalis energiaal-
lapot azonban egy globélisan kapcsolt ferromégneses Potts-modellre az,
amikor minden elem ugyanazon éllapotban van, az antiferromégneses
Potts-modellre meg az, amikor minden elem mas Potts-allapotban van.
A rendszertinkben tehat egy fazisatalakulas-szert jelenség kell legyen
a ¢ = 1/2 kornyezetében. Véleményiink szerint mi ezen fazisatalaku-
last észleljiik véges rendszerméretekre. A renormalizaciés médszerunk a
qo = 1/2 fazisatalakulési pontot sejteti a fenti érvekkel 6sszhangban. Szi-
mulaciés eredményeink azonban még nem konkludensek a fazisatala-
kulési pontot illetéen!

11. Erdekes megjegyzések és a modell
szociolégiai kovetkezményei

Az altalunk észlelt, perkolaciora (Grimmett 1999) emlékeztets fa-
zisatalakulés a statisztikusfizikai vonatkozasok mellett érdekes lehet bi-
zonyos szociolédgiai jelenségek szempontjabél is. Gyakran észlelheté a
tarsadalomban, hogy bizonyos kérdések kapcsan egy éridsi, az egész
rendszert atfogo koalicié alakul ki, ezt a jelenséget szocialis perkola-
ciénak (Solomon et alii 2000) nevezik. Gondolhatunk itt bizonyos po-
litikai kérdésekkel kapcsolatos véleményekre, kiilonbozé divatokra (pl.
egy 4j zenei stilus). Természetesen vannak kivételek, egyének, akik nem
osztoznak a tébbség véleményével, vagy nem azt a stilust kedvelik, mint
a tobbség, de mégis az egész tarsadalomban egy nagy koalicié dominal.
A mi egyszerti modelliink azt sugallja, lehet hogy a szocialis perkolécio
a koalicié formalédasi mechanizmusok egyszert kovetkezménye. Mikor
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a tarsadalomban nagy a kolaboralasi hajlam, akkor egy o6riasi klaszter
fog kialakulni, igy elégiilnek ki optimalisan az egyének kozti bonyolult
kapcsolatok. Ellenkezé esetben, ha sok a negativ kapcsolat — ennek az
oka lehet konfliktus vagy egyszertien az egyének kozti kiillonbségek —,
akkor sok kicsi koalicié alakul ki. A modelliink természetesen inkabb
kis rendszerekre érvényes, ahol mindenki mindenkivel kapcsolatban
van (globalisan csatolt rendszer). Erre a legjobb példa taldn egy osz-
talykozosség. Az osztalyokban is észlelhet6 a kis csapatok kialakulasa,
ugyanakkor vannak osztalyok, ahol a gyerekek nagyon jél egyeznek, az
egész osztaly egyetlen tarsasdgot alkot, és vannak esetek, amikor szinte
egyéltalan nem alakulnak ki csoportok, maximum két-harom f6bél allé
kis barati kérok. Kis rendszerek esetén (amint a szimuldcios eredmények
is mutatjak) az észlelt fazisatalakulds nem ,éles”, és inkabb egy folytonos
atmenet tapasztalhat6, mint egy ugras.

Fontos megjegyezniink, hogy a legkiszamithatatlanabb szociol6-
giai rendszerek azok, amelyekben a pozitiv és negativ kotések meg-
kozelitéleg egyenld szamban vannak, vagyis a ¢ = 0,5 koriil. llyenkor a
pozitiv kapcsolatok szdmanak legkisebb véltozéasa is nagy ugrast okoz-
hat a rendparaméter (a legnagyobb klaszter mérete) értékében. Ilyen-
kor a rendparaméter nagyon fiigg a kotések konfiguracisjatol, ugyanak-
kor ebben a tartomadnyban az energiaszintek elfajuldasa miatt elég sok
kiilénboz6 rendparaméterrel rendelkezé alapéllapot 1étezhet, és a rend-
paraméter deviaciéja ebben a tartomanyban maximaélis. Ugyancsak az
megallapitasa, mivel, ahogy a 6a. dbran lathatd, az elfajulas cstcsértéke
a rendszer novelésével egyre kisebb ¢ értékeknél jelentkezik.

Az elfajulési jelenség (az a tény, hogy a koalicioknak tobb kiillénboz6
konfiguraci6ja rendelkezhet ugyanazzal az optimalis ,,energidval”) érde-
kes kovetkezményekkel jarhat. Lehetséges, hogy egy rendszer allapotat
nem lehet egy tiszta dllapotként leirni, vagyis a koalicidknak nem egyet-
len konkrét konfiguracidja létezik, hanem inkabb azt mondhatnéank,
hogy a kvantummechanikahoz hasonl6an a rendszer , kevert allapotban”
van, és a rendszer viselkedése tobb allapot szuperpoziciéjaként foghaté
fel. Vegylik erre példaként ismét az osztalykozosséget, hiszen erre a
rendszerre alkalmazhaté leginkabb a modelliink. Tegytik fel, l1étezik az
osztalyban egy olyan kisfit, aki két kiilonallé tarsasdghoz is vonzédik,
mindkét csapattal ugyanolyan j61 megvan, hol az egyik tarsaséggal (A)
van egyiitt, hol pedig a mésikkal (B), és ha felirnank a rendszer ,ener-



204 NEDA ZOLTAN-RAVASZ MARIA-FLORIAN RAZVAN-LIBAL ANDRAS

gidjat”, mindkét esetben ugyanazt kapnank. Ha sorra mindennap elvég-
ziink egy megfigyelést, hogy éppen melyik csapattal tart6zkodik a kisfia,
folyton valtakozni fognak a mérések eredményei, pedig a fiti kapcsolatai
nem véltoznak, tehat nem mondhatjuk, hogy szimplan az idé mulasaval
valtozik a rendszer, és azért vannak kiilonb6z6 eredményeink. Annak
a valdészintisége, hogy mikor melyik csapathoz tartozik (A vagy B
allapotban van), nem valtozik, az allapotat az A és B allapot szuper-
pozicidjaként foghatjuk fel. Ezzel egy nagyon érdekes elvi analégiat
észleliink a szociolégiai és kvantummechanikai jelenségek kozott.

12. A modell hianyossagai

Az altalunk felallitott modell egy elsé kozelités, és csak a szociologiai
rendszerek vizsgdlatdhoz sziikséges legalapvet6bb paramétereket veszi
figyelembe. A valds szociolégiai rendszerek nagyon komplex rendszerek,
a tarsadalmi kapcsolatok nagyon bonyolult topolégidval rendelkezé ha-
l6zatot alkotnak.

A modelliink legfébb hidnyosségai a kovetkezok:

e globalisan csatolt rendszert vizsgdlunk (minden két elem kozott
létezik kapcsolat), és a valdsagban ez csak kis rendszerek esetén
helyes. A tarsadalom, gazdaség és mas nagy szocioldgiai rendsze-
rek esetén figyelembe kellene venniink, hogy minden elem (egyén,
cég stb.) csak véges szamu kotéssel rendelkezik, és vannak egyé-
nek, akiknek nagyon sok kapcsolatuk van, illetve vannak, akiknek
aranylag sziik az ismeretségi koriik (Bollobas 2001);

e a kotéseket és a tarsadalami szerepeket idében allandénak tekint-
juk, és egy adott konfiguracié esetén keressiik az optimaélis allapo-
tot. Tudjuk jol, hogy a valésédgban viszont a kapcsolatok és a sze-
repek folyton véltoznak, az optimalis allapot kialakuldsa kézben
is, bar ezek a valtozasok valészintileg nem olyan nagy mértékiek;

e elhanyagoljuk a rendszer dinamikajat, feltételezve, hogy mindig
az optimaélis allapot felé tart. Valés rendszerek esetén nem lehe-
tiink biztosak abban, hogy a rendszer eljut az optimalis allapotba.
Mivel ezek mind frusztralt rendszerek, az energidnak sok lokalis
minimuma van, és konnyen megtorténhet, hogy a rendszer be-
keriil egy ilyen allapotba, és nem éri el az optimalis allapotot (nem
a globalis minimumba keral). Ennek egyik oka az lehet, hogy al-
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taldban az egyének a sajat érdekeiket nézik, a sajat energidjukat
prébaljak csokkenteni, és nem a ,,globalis” optimalizaciéra torek-
szenek. Vannak esetek, amikor az egész rendszer energiajat nem
lehet csokkenteni egy-egy egyén korreldlatlan koaliciévaltasdval,
hanem csak tgy, hogy egy lépésen beliil tobb egyént helyeziink at

mas klikkekbe.
Ennek az egyszeri modellnek a vizsgalatakor a célunk az volt, hogy

a szocioloégiai rendszerekben vizsgédljuk a koaliciok optimalis konfigura-
ciéjat. Modelliink nem alkalmas tehat valds koaliciék kialakuldsanak
magyarazatara, viszont hasznos lehet majd hasonlé komplexebb, a valos
rendszereket jobban megkozelité optimalizaciés modellek tanulményo-
zasanal. Az észlelt fazisatalakulds meg elvi jelentéségti lehet a frusztralt
véletlenszert racsok szemszogébaol.

13. Kovetkeztetések

A dolgozatban egy Potts-féle spintiveghez hasonlé modellt targyal-
tunk, amellyel a koaliciék optimalis konfiguraciéjat modelleztiik szocia-
lis rendszerekben. Tobb médszerrel igazoltuk egy Gj és eddig nem ismert
perkolaciéra emlékeztets fazisatalakulas létét. Ezen fazisatalakuléas az
optimélis 4llapotban a legnagyobb klaszter méretében jelentkezik a po-
zitiv kotések valdszintségének fiiggvényében. A észlelt fazisatalakulas
stabilnak mutatkozott a modell paramétereinek valtoztatasira. Redlis
szocioldgiai rendszerekre vald alkalimazasok esetén a modelliinknek sza-
mos hidnyossaga van, de egyszertisége ellenére hasznos lehet bizonyos
szocioldgiai jelenségek magyarazatanal, illetve mas komplex frusztralt
modellek tanulmanyozaséanal.
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